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Neuron Layer/DeepDream Class Logits Class Probability
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(a) Original Image (b) Guided Backprop ‘Cat’ (c) Grad-CAM ‘Cat’
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Eigenschaften von Radiale-Basisfunktionen-Netzen (RBF- Netzen)

RBF-Netze sind streng geschichtete, \amabetriebene neuronale Netze mit
genau einer versteckten Schicht.

Als Netzeingabe- und Aktivierungsfunktion werden raddalgsfunktionen ver-
wendet.

Jedes Neuron edlft eine ArtdEinzugsgebietC‘).

Die Gewichte der Verbindungen von der Eingabeschicht mdileuron geben
das Zentrum an.



Radiale-Basisfunktionen-Netze

Ein radiale-Basisfunktionen-Netz (RBF-Netz) ist ein neuronales Netz
mit einem Graph G = (U, C), das die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Uin ! Uout — "7
(i) C = (Upn# Upidden) $ C7? C"& (Uiiqden # Uout)

Die Netzeingabefunktion jedes versteckten Neurons ist eine Abstandsfunktion
zwischen dem Eingabevektor und dem Gewichtsvektor, d.h.

"u ( Upigden : frggt) (dUUn inu) = d@UUa ﬁlu):
wobei d : R"# R™) IR{ eine Funktion ist, die ' &, ),k ( R™ : erfiillt:
(1) d,y)=0 * k=¥,
(id) d(k,Y) = d(y,k) (Symmetrie).
(2i) d(ke, k) + d(k, ) +dy, k) (Dreiecksungleichung).
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Veranschaulichung von Abstandsfunktionen
! $1
ah K 008 (Vohr+ HH.

o . 1Koz
di(X, V) = _ Xit YVil™? esmo(3+54(56$%348$.3

Bekannte Spezialfle dieser Familie sind:
k=1: Manhattan-Abstand ,

k=2: Euklidischer Abstand,
k"# : Maximum-Abstand, d.hdy (X, ¥) = max{Lq|x; ! vil.

k=1 k=2 k" #

[

- L o

(alle Punkte auf dem Kreis bzw. den Vierecken haben densAlistand zum Mit-
telpunkt, entsprechend der jeweiligen Abstandsfunktion)
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Die Netzeingabefunktion der Ausgabeneuronen ist die lgedecSumme ihrer Ein-
gaben, d.h.

!
! u ! Uout . r(]lé%(\h/u, inu) - \Nu?nu - Wuv Out\/ .

V" pred ()

Die Aktivierungsfunktion jedes versteckten Neuronsnst®genanntadiale Funk-
tion, d.h. eine monoton fallende Funktion

f R # [01] mit f(0)=1 und Jm f(x) =0.

Die Aktivierungsfunktion jedes Ausgabeneurons ist @iaark Funktion

é‘é%(nem, 'u) = nety %'y

(Die lineare Aktivierungsfunktion ist wichtigrfdie Initialisierung.)
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Rechteckfynktion: Dreiecksfunktion:

O, fallsnet> ! 0 fallsnet> !

1) = ! ! 1) = J ]
Faci(net ) 1, sonst. Faci(net!) 1! ¢ sonst.
1 1-
net net
0 ! 0 !

Kosinus bis Null: Gau8sche Funktion:

0, fallsnet> 2!, | nei?
fact(net’ ! ) —= cos(z’T net)+1 fact(net ! ) =€ 27

5 , sSonst.

net net
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Radiale-Basisfunktionen-Netz f ur die Konjunktion xq! X»o

X1 O 1-“ 0
ooy % @

X2

Ok I

Radiale Funktion ist hier Rechtecks- Fur (x1,x2) =(0.8,0.9)
funktion mit Zentrum (1,1) (1.0, 1.0). (0.8 0.9) 2 o
und Referenzradius = 3 ¢ (1L.0# 0.8y +(1.0# 09)°" 3

- 0.014" 1 gilt
1 1 n I 2
Euklidischer Abstand(W, %) " ! 9% RBE-Neuron feuert
BiaswertO im Ausgabeneuron y=141#0=1

% Ausgabeneuron feuert
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Radiale-Basisfunktionen-Netz f ur die Konjunktion xq! X»o

X1 O\OA 1 -
" X
ete—r %

o (0

Radiale Funktion ist hier Rechtecks- Fur (x1,x2) =(0.8,0.9)
funktion mit Zentrum (0,0) ((0.0.00). (0.8 0.9)) # 2 e
und Referenzradius = £ ¢ (00" 08y°+(0.0" O9F# g

(0.0" 08y +(
Euklidischer Abstand(W, %) # ! 1.45# ¢ gilt nicht

Biaswert" 1im Ausgabeneuron % RBF-Neuron feuert nicht
J y=0aC"1)" ("1)=1

% Ausgabeneuron feuert
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Radiale-Basisfunktionen-Netz f ur die Biimplikation x1! X2

|dee: logische Zerlegung

1! X2 " (X1#X2) $ A(Xx1$ X))

X1 O—lll)@\l~@_, y X:Z) é@
X2 O_O-@ 1
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Ly

\Y

Ya Ya
Y3 Y3
Y2 Y2
Y1 Y1
X X
X1 X2 X3 X4 X1 X2 X3 Xy

i 7!
: T &3
T &2
ol 1

Annaherung der Originalfunktion durch Stufenfunktionenedestufen durch einzelne
Neuronen eines RBF-Netzes dargestellt wer@emén (vgl. MLPS).
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; @ 5
/ @X
Q\ /@

X3® y3

X4 Y4

2

Ein RBF-Netz, das die Treppenfunktion von der vorherigdéie Baw. die sickweise
lineare Funktion der folgenden Folie berechnet (dazu musdi@ Aktivierungsfunk-
tion der versteckten Neuronenagelert werden).

X y

I = 31 X = 3(Xit1 = Xi)
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Ly

ty Y Y4
Y3 Y3
y2 y
Y1 Y1
X X
X1 X2 X3 X4 X1 X2 X3 Xy
1 co A
0 T 4
1 ! A
0 ot T &3
1 cat A
0 e a2
1 e A
0! ", V1

Darstellung einer stkweise linearen Funktion durch eine gewichtete Summe vc
Dreiecksfunktionen mit Zentrex,.
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Y VY

2 2
1- 14
X
0 T T T T T T T > 0
2 4 é\/
| 1- I 14

OoOr

OoOFr OPR

Annaherung einer Funktion durch eine Summe von GauSkurvenaaitidf = 1.
Esistwy =2, wo=3 undwg =1 2,
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RBF-Netz f ur eine Summe dreier GauS§funktionen

[\
\/

Q
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Seilpyeg= {l1,---,Im} eine feste Lernaufgabe,
bestehend aum Trainingsbeispielen= (6(), b ().

Einfaches RBF-Netz:
Ein verstecktes Neuron, k = 1,..., m, fur jedes Trainingsbeispiel

k" {1,...,m}: =606,

Falls die Aktivierungsfunktion die Gaugfunktion ist,
werden die Radiethy, nach einer Heuristik genlt

k" {L,...,m}: o= A
{ } K 5

wobel

! ..
dmax= max d BU) Bl
Ijalk L bxed

#3%&(*+,%-. /01+234- 56%1-1-7+*41+81494-
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Initialisieren der Verbindungen von den versteckten zu den Ausgabeneuro-
nen

m () . (1
lu: Wuvy, OUty, ™ Ty = 0y oder (abgetrzt) A aw, = Gy,
k=1

wobeiby = (o(ll) e (Im))# der Vektor der gewnschten Ausgaben idt, = 0, und

%

(I1) (11) (I1)
ﬁ Out(lz) Out\(/lz) . Out\(/lz) #$%&-()*)+’)__)+_
A = % outy outy ... outyZ ¥ /)+9%,)01,)2-304504,-
% 67+88)-9+'52528%()5%:5)8)
out\(,lm) out(lm) out\(,lrﬂ"')

Ergebnis: Lineares Gleichungssystem, das durch Ineertler MatrixA gebst wer-
den kann:

Wy = A" Lao,.
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Einfaches RBF-Netz fur die Biimplikation x1! X»

X
=

X
N

R O O k|

P~ OO

R OPF O
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Einfaches RBF-Netz fur die Biimplikation x1! X»

! " " W P a b b
.1l ece?et D D D
e ete?y g 1 acs
A=uw wg gy "25 A =

s e e*1l e %Ub % %
et e?e? c b b
wobei b b
D=1" 4e 4+6e 8" 4e 12+ ¢ 164 09287

a= 1 "2 %4+e8 # 0.9637
b="¢e 24+42e 6" ¢ 10 #" 0.1304

c= e 4" 228412 # 00177

| $ $

. a+cs¢ . 10567(/)

. 1" 2p " v 0,.2809%
- 1 - - .
Wy = A “abu = e o ﬁ# " o.zsogf

a+c 1.0567

&

O Uo Uo Jo
SRS
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Einfaches RBF-Netz fur die Biimplikation x1! X»

einzelne Basisfunktion alle Basisfunktionen Ausgabe
"#$%&%))$  *+

Die Initialisierungdhrt bereits zu einer perfekteméung der Lernaufgabe.

Weiteres Trainieren ist nicht notwendig.
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Normale Radiale-Basisfunktionen-Netze:

Wahle Teilmenge vok Trainingsbeispielen als Zentren aus.

#39%()* (+) -0 1
.1 oub? ouh? ... out(ll) ?
A=t 1 out? out(IZ) out(IZ) f

;

| :
1 ou\(,lm) out\(,m) out(lm)

Berechne (MoorebPenrose)-Pseudoinverse:
t=(A'A) 1A

Die Gewichte &nnen dann durch

wy=AYab, = (A' A) 1A' ap,

berechnet werden.

A é\Nu - bu



"#3%#"&

Normales RBF-Netz f ur die Biimplikation xq! Xx»

Wahle zwei Trainingsbeispiele aus:
1= (6(9,b(D) = ((0,0), (1))
1,= (804, b4y = ((1,1), (1)

" =Q T\
pape
0
X2 f\o;%/WZ(
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Normales RBF-Netz f ur die Biimplikation xq! Xx»
! W, P
11 e* y -
t1e?2e2% o aH AN Ip#
A';;le"Ze"Zg At =(A*A) IAF =4 c
"4 e
1l e 1
wobei
a$" 01810 b$ 0.6810
c$ 11781 d$" 0.6688 e$ 0.1594
Gewichte: | o | .
o . o 0.36200
Wy=# wy &= AT aby$# 133758
W 1.3375

O O T

O O T
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Normales RBF-Netz f ur die Biimplikation xq! Xx»

‘

‘ e

\\‘“‘
e WA,
e
‘\T““

N

\\\“

S
\ TS

basis function (0,0) basis function (1,1)

Die Initialisierungdhrt bereits zu einer perfekteméung der Lernaufgabe.

Dies ist Zufall, da das lineare Gleichungssystem wegem Ab&angiger Glei-
chungen nichaberbestimmt ist.
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Bestimmung passender Zentren fur die RBFs

Ein Ansatz:k-means-Clustering

1. Wahlek zufallig ausgewhlte Trainingsbeispiele als Zentren.
2. Weise jedem Zentrum die amahsten liegenden Trainingsbeispiele zu.

3. Berechne neue Zentren als Schwerpunkt der dem Zentruswegenen Trai-
ningsbeispiele.

4. Wiederhole Schritte 2 und 3 bis zur Konvergenz,
d.h. bis sich die Zentren nicht meandern.

5. Nutze die sich ergebenden Zentrem flie Gewichtsvektoren der versteckten
Neuronen.

Alternativer AnsatzLernende Vektorquantisierung (Details: rachste Vorlesung)
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Training von RBF-Netzen :
Herleitung der Update-Regeln ist analog zu derMLPs.

Gewichte von den versteckten zu den Ausgabeneuronen.

Gradient:

el(J)
"Wy

a WuGg)

200 " outy i),
Gewichtanderungsregel:
! \Nl(JI) =" #53!! (I) #3(o(|) outl(J)) ?n(l)

(Zwei weitere Lernraten sind notwendwy tlie Positionen der Zentren und der Radi-
en.)
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Training von RBF-Netzen :
Zentren: (Gewichte von Eingabe- zu versteckten Neuronen).

Gradient:
f el = l,l,;(ll) = (8" outg))Wsu: OUt\(/:;" "nelg)
v s#succy) nel{/ vy
Gewichtanderungsregel:
0= s (D ouD)ug, oY e

2 s#succy) ! nelf,l) "y
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Training von RBF-Netzen :

Zentren: (Gewichte von Eingabe- zu versteckten Neuronen).

SpezialfallEuklidischer Abstand

! $,1
1) 2
| nefy) _, # oo | outlly2% (et ),
F Wy h.

SpezialfallGau8sche Aktivierungsfunktion

& 2

0 () net, )

| outy’ _ !fact(netv Hy) ! e! o _ net\(,
! net\(,I ! nelf,l) ! nelg) |

neé') i
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Training von RBF-Netzen :
Radien der radialen Basisfunktionen.

Gradient:
1 () ! (1)

=12 01 out)wsy
' s" succy) v

Iou

\Y

Gewichtanderungsregel:

1 all) !
P 2 O ol

s" succy) v

'ou()

SpezialfallGau8sche Akthlerungsfunktlon

WY ! #
p oy S el

=——e 20 = —x—e v
Y Y/ 9




"H'S %%" &'() Yo+, "H

| "HEY& (F&H H-H H-,-1%#,*/&0*12-*3.40
5',06#07,"#-#*12-*8#-6","$,900#:'()%0#*$,"*
'10:#-%#  "H#-*<$09/6#,#$-7 #,=*

| >7.%2.&' # @', 9% -"*/69H-1%#,
5:#0#,%& (J#,*,0%/6'&#-*/&0*6#*3.40=

BB
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Verallgemeinerung der Abstandsfunktion
|Idee: Benutze anisotrope (richtungsahfgige) Abstandsfunktion.

Beispiel:Mahalanobis-Abstand
|

dk.y) = (x! JNARCIRY)
H%6& (&) +&, (- .J0)1&' 2

Beispiel:Biimplikation

A
a3 11 o
T 0 °
X2 O > L 9 8 .
HEES 8 9 ]



"#$"%&™

Vorteile
¥ einfache Feedforward-Architektur

¥ leichte Anpassbarkeit
¥ daher schnelle Optimierung und Berechnung

Anwendung
¥ kontinuierlich laufende Prozesse, die schnelle Anpasstorgern

¥ Approximierung
¥ Mustererkennung
¥ Regelungstechnik

im Folgenden: Beispiel aus [Schwenker et al. 2001]
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Datensatz: 20.000 handgeschriebenees (2.000 Beisple pro Klasse)
normiert in Hbhe und Breite, dargestellt duréd 16Grauwertes;; * {0,...,253
Daten stammen vom EU-Projekt StatLog [Michie et al. 1994]
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10.000 Trainingsbeispiele und 10.000 TestbeispieleQ(® Beispiele pro Klasse)
Trainingsdatendr Erlernen der KlassiPkatoren, Testdaten zur Evaluierung
Initialisierung mitteld-means-Clustering mit 200 Prototypen (20 pro Klasse)

Methode| Erklarung Testgenauigkeit
C4.5 Entscheidungsbaum 91.12%
RBF k-means éir RBF-Zentren 96.94%
MLP eine versteckte Schicht mit 200 Neuronedv7.59%

hier: Median der Testgenauigkeiten von drei Trainings- tesddurchaufen
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dargestellt: die 60 Cluster-Zentren del &in nachk-means-Clustering
for jede Zi er k = 6, wobei Algorithmus stets separat lief
Zentren wurden initialisiert durch allig gevahlte Beispiele der Trainingsdaten
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dargestellt: die 60 RBF-Zentren del 2rn nach 3 Bckpropagationsphasen des
RBF-Netzes

kaum Unterschiede Z«krmeans erkennbar, aber. ..
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hier: Euklidischer Abstand der 60 RBF-Zentren vor und naah training

Zentren sind so nach Klassen sortiert, dass ersten 6 Sfzadtksm die Zl er O
repmasentieren, &achsten 6 Spalten/Zeilen die!&r 1, usw.

Abstande kodiert als Grauwerte: je kleiner der Abstand, degsi&leiu

Links: viele kleine Abaihde zw. Zentren unterschiedlicher Klassen (z.B. 2D3 ode
8D9)

Diese kleinen Abahde &hren oft zu Fehlklassibkationen
Rechts: nach dem Training lassen sich keine kleineraAdbstmehr Pnden



